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چͺیده
یعنͬ ͬ باشد، م کامل که است یͺریختͬ حد در مرتبی میدان تنها حقیقͬ، اعداد مرتب میدان
برای بسیاری معادل های است. بالایی کران کوچͺترین دارای آن کراندار زیرمجموعه هر
این در ما میانͬ. مقدار قضیه یا ددکیند برش وجود عدم اصل مثلا́ دارند، وجود کمال اصل
است، حقیقͬ اعداد کمال اصل برای دیͽری معادل که را حقیقͬ استقراء اصل پایان نامه،
صورت که ͬ دهیم م نشان ͬ کنیم. م بررسͬ آن را اول مرتبه صورت بندی های و نموده مطالعه
اصل بندی مرتب میدان های روی را حقیقͬ بسته میدان های حقیقͬ، استقراء اصل اول مرتبه
ویژگͬ چنین نیز جبر اساسͬ قضیه برای اول مرتبه صورت بندی ͷی که ͬ کنیم م ثابت ͬ کند. م
حقیقͬ بسته میدان های نظریه های تمامیت برای ͬͺتارس قضایای برهان های همچنین دارد.
مرتب میدان های مورد در باز مساله چند و ارایه صفر مشخصه با جبری بسته میدان های و
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۳ مقدمه .۱ فصل

مرتب میدان مورد در نابدیهͬ و بدیهͬ حقایق از انبوهͬ مطالعه ی صرفاً حقیقͬ آنالیز
است. حقیقͬ اعداد مرتب میدان ساختار نظام مند مطالعه ی بلͺه نیست؛ حقیقͬ اعداد
ساختارهای از بعضͬ است. ریاضͬ اشیاء مطالعه ی راهبرد معمول ترین کردن، اصل بندی
سایر و ریاضیات در گروهها؛ نظریه مانند شده اند، تشͺیل تعاریف از صرفاً اصل موضوعͬ،
بسیار اصل بندی ها، از بعضͬ اما دارند. وجود گروه ها از فراوانͬ نمونه های علوم، های شاخه
میدان ͷی کامل. مرتب میدان های اصول مانند هستند، محض تعاریف از عمیق تر و بیشتر
کوچͺترین دارای آن کراندار بالا از ناتهͬ زیرمجموعه هر هرگاه ͬ نامیم م کامل را مرتب
صورت بندی دوم مرتبه منطق در تمامیت، از مفهوم این که داریم (توجه باشد. بالا کران
دِدِکیند قضیه طبق اما دارند، وجود ریاضیات در زیادی مرتب میدان های است.) شده
به کامل مرتب میدان ͷی وجود فرض است. کامل یͺریختͬ) حد (در آنها از ͬͺی فقط
کامل مرتب میدان های اصول با ریاضͬ آنالیز کتابهای از بسیاری نیست. بدیهͬ وجه هیچ
در راه تنها این البته ͬ گیرند. م نظر در آن مدل ͷی را حقیقͬ اعداد میدان و ͬ شوند م آغاز
و گویا اعداد از را حقیقͬ اعداد ͬ توان م آنالیز سازی حسابی با بلͺه نیست، حقیقͬ آنالیز
گفته به ساخت. طبیعͬ اعداد از را صحیح اعداد نهایتاً و صحیح اعداد از را گویا اعداد
که اینست سوال اکنون است». انسان کار مابقͬ و آفرید خدا را طبیعͬ «اعداد کرونکر
بدانیم؟ بشر کار را بقیه و نگیریم نظر در خدادادی کامل مرتب میدان را حقیقͬ اعداد چرا
عنوان تحت را گویا اعداد آنگاه و داشت را حقیقͬ آنالیز ͬ توان م هم فرض، این با که چرا
کوچͺترین عنوان به را صحیح اعداد حقیقͬ، اعداد میدان در مشمول میدان کوچͺترین
نامنفͬ عناصر مجموعه عنوان به را طبیعͬ اعداد و حقیقͬ اعداد میدان یͺدار زیرحلقه ی
اعداد از ͬ تر) (بهشت ͬ تر آسمان باید چرا طبیعͬ اعداد اوصاف، این با ساخت! صحیح اعداد
به را طبیعͬ اعداد و نهاد فراتر را پا حتͬ ͬ توان م که اینست دیͽر مساله باشند؟ حقیقͬ
خدا حقیقت در که بͽیریم درنظر چنین این نباید چرا بنابراین ساخت؛ مجموعه ها ͷکم
و بنیادی دیدگاه های این از فارغ سپرد؟ بشر دست به را کار باقͬ و آفرید را مجموعه ها
کامل مرتب میدان ͷی به عنوان حقیقͬ اعداد ͬ های ویژگ دنبال به رساله این در ما فلسفͬ،
دوم مرتبه منطق در کامل مرتب میدان های از متعددی صورت بندی های واقع در هستیم.



۴ مقدمه .۱ فصل

کرد: اشاره زیر به موارد ͬ توان م مثال برای دارند. وجود مرتب میدان های نظریه روی
کوچͺترین دارای ازبالاکراندار ناتهͬ زیرمجموعه (هر بالایی کران کوچͺترین وجود اصل (۱)

است)؛ بالایی کران
بزرگترین دارای ازپایین کراندار ناتهͬ زیرمجموعه (هر پایینͬ کران بزرگترین وجود اصل (۲)

و است)؛ پایین کران
از متشͺل ا˚فراز ͷی از است عبارت برش ͷی برش)؛ (اصل شͺاف وجود عدم اصل (۳)
کوچͺتر دوم مجموعه عنصر هر از اول مجموعه عنصر هر که طوری به زیرمجموعه دو

باشد. عضو کوچͺترین فاقد دوم مجموعه و نداشته عضو بزرگترین اول مجموعه بوده،

.([۸]) دارند وجود (کمال) پیوستار اصل با معادل جمله ی زیادی تعداد اینکه جالب
میدان های نظریه ی همان مرتب، میدان عنوان به حقیقͬ اعداد اول مرتبه نظریه ی حقیقت، در
است. شده ثابت ͬͺتارس توسط آن (منطقͬ) بودن کامل که است حقیقͬ بسته مرتب
وارد جبر پیشرفته قسمت های به بلافاصله مقدماتͬ آنالیز اول مرتبه صورت بندی با بنابراین
صورت های برخͬ اول مرتبه فرمول بندی دید، خواهیم پایان نامه این در چنان که ͬ شویم. م

شود. حقیقͬ بسته میدان های نظریه اصل بندی های به منجر ͬ تواند م کمال اصل

چرا ͬ کنیم، م دست چین را پیوسته استقراء اصل از نمونه سه رساله این ۲ فصل در ●
ریاضͬ متون در اخیر سال یͷ صد در که اصل، این متفاوت صورت های تمام که
دو که داد خواهیم نشان ͬ باشند. م معادل مورد سه این از ͬͺی با شده اند، مشاهده
میدان های کمال اصل برای معادلͬ که هستند معادل هم با فوق مورد سه از مورد
سه این ͬ باشد. م مورد دو این از ضعیف تر سوم مورد ͬ که حال در ͬ باشند. م نیز مرتب
هم با را آن ها قدرت و کرده صورت بندی اول مرتبه منطق در را موضوعͬ اصل طرح
میان از ضعیف استقراء اصل که کرد خواهیم ثابت همچنین کرد. خواهیم مقایسه

است. معادل مرتب آبلͬ گروه های در ارشمیدسͬ اصل با اصل، سه آن

میدان های اول مرتبه نظریه (تمامیت تارسͺͬ⁃شوالͬ قضیه برای برهان هایی ۳ فصل در ●



۵ مقدمه .۱ فصل

⁃ͬͺتارس قضیه نیز و مختلط) اعداد میدان نظریه همان یا صفر مشخصه با جبری بسته
میدان نظریه همان یا حقیقͬ بسته میدان های اول مرتبه نظریه (تمامیت سیدنبرگ

ͬ کنیم. م ارایه حقیقͬ) اعداد مرتب

میدان های (در کمال اصل اول مرتبه صورت بندی های از برخͬ مطالعه به ۴ فصل در ●
نشان هم با را آنها بودن معادل اولͬ، مرتبه اثبات های ͷکم به و ͬ پردازیم م مرتب)
پیوسته استقراء معادلِ اصل̞ دو اول مرتبه صورت بندی که ͬ کنیم م ثابت ͬ دهیم. م
و کنند اصل بندی را مرتب) میدان های (روی حقیقͬ بسته میدان های نظریه ͬ توانند م
اصل بندی برای دیͽری معادل به عنوان را جبر اساسͬ قضیه از اول مرتبه طرح ͷی نیز

ͬ کنیم. م معرفͬ مرتب، میدان های روی نظریه این

مجموعه ای هم چنین و نموده جمع بندی را رساله این قدیمͬ و نو نتایج ۵ فصل در ●
ͬ کنیم. م ارایه آتͬ پژوهش های برای را باز مسایل از



۲ فصل

صورت های و حقیقͬ پیوستار کمال اصل
آن معادل

۶



۷ آن معادل صورت های و حقیقͬ پیوستار کمال اصل .۲ فصل

پیوسته استقراء اصل ۱ .۲

غیره و غیرگسسته» «استقراء حقیقͬ»، «استقراء پیوستار»، روی «استقراء پیوسته»، «استقراء
حقیقͬ اعداد پیوستار روی استقراء به اشاره برای مختلف نویسندگان که هستند عبارت هایی
کمال اصل قدرت همان به موضوع) اصل عنوان (به عبارت ها این جسته اند. بهره آنها از
ارایه ی ریاضͬ، متون در آنها بیان و معرفͬ برای اصلͬ انگیزه ی و هستند حقیقͬ اعداد

است. ریاضͬ آنالیز مقدماتͬ قضایای از بعضͬ برای ساده و یͷ شͺل  برهان های
لیست را مرتبط متون تمام فهرست و موضوع از مفصلͬ تاریخچه تا نیستیم آن بر اینجا در
کلانتری ایرج مقاله به را خواننده موضوع، این مختصر تاریخچه ی از اطلاع منظور به کنیم.
استفاده ͬ ترین قدیم ͬ دهیم. م ارجاع [۷] منبع به موضوع کلیت با آشنایی جهت و ([۱۴])
این در .([۶]) است گرفته صورت ۱۹۱۹ سال در چائو۱ توسط احتمالا پیوسته استقراء از
صورت بندی های همچنین ͬ کنیم. م فرمول بندی اول مرتبه منطق در را فوق اصل پایان نامه
قدرت سپس و کرده فرمول بندی را [۱۴ ،۱۳ ،۱۱ ،۷] مراجع در شده بیان استقراء اصل

ͬ کنیم. م مقایسه هم با را آنها استنتاجͬ و ریاضͬ
پیوسته استقراء اصل به اشاراتͬ که فارسͬ زبان به کتاب تنها که کنیم خاطرنشان است لازم

است. [۳۲] مرجع زیاد احتمال به دارد،
است: هم ارز زیر صورت بندی با [۷] و [۶] در شده بیان پیوسته استقراء اصل

(CI1) .۱ .۱ .۲ تعریف
باشند: برقرار زیر شرایط اگر ،S⊆R هر برای

و ،]−∞, a]⊆ S که باشد موجود a∈R ͷی .۱
,x]؛ x+ ϵ]⊆ S آنگاه x∈S اگر x∈R هر برای که باشد موجود ϵ>0 ͷی .۲

♢ .S = R آنگاه
است: زیر مفهوم با هم ارز [۱۴] و [۱۳] ،[۷] در پیوسته استقراء

Ⅽhao۱
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(CI) .۲ .۱ .۲ تعریف
باشند: برقرار زیر شرایط اگر ،S⊆R هر برای

و ،]−∞, a[⊆S باشیم داشته a∈R ͷی برای .۱
,∞−[؛ x+ ϵ[⊆S که باشد موجود ،ϵ>0 ͷی آنگاه ]−∞, x[⊆S اگر x∈R هر برای .۲

♢ .S = R آنگاه

با صرفاً ͬ توان م را حقیقͬ استقراء از صورت این که ͬ کنیم م خاطرنشان .۳ .۱ .۲ نکته
کرد: فرمول بندی < رابطه ای نماد از استفاده

باشند: برقرار زیر شرایط اگر ،S⊆R هر برای
و ،]−∞, a[⊆ S که است موجود a∈R ͷی .۱

,∞−[؛ y]⊆S که است موجود y>x ͷی آنگاه ]−∞, x[⊆S اگر x∈R هر برای .۲
♢ .S = R آنگاه

شده اشاره بدان [۱۱] مرجع در که دارد وجود استقراء اصل از سومͬ نسخه نهایت، در
است:

(CI2) .۴ .۱ .۲ تعریف
باشند: برقرار زیر شرایط اگر ،S⊆R هر برای

،]−∞, a] ⊆ S که باشد موجود a∈R ͷی .۱
و ،]−∞, y[⊆ S که است موجود y>x ͷی آنگاه ]−∞, x] ⊆ S اگر x∈R هر برای .۲

x∈S؛ آنگاه ]−∞, x[⊆ S اگر x∈R هر برای .۳
♢ .S = R آنگاه



۹ آن معادل صورت های و حقیقͬ پیوستار کمال اصل .۲ فصل

پیوسته استقراء اول مرتبه صورت های ۲ .۲

ͬ باشد: م زیر به صورت L اول مرتبه زبان های در اصل این اول مرتبه صورت بندی

(DCI1) .۱ .۲ .۲ تعریف
،DCI1(L) ،{<, 0,+}⊆L زبان روی تعریف پذیر پیوسته استقراء را زیر موضوعͬ اصل طرح

ͬ گیریم: م درنظر

∃x ∀y6xφ(y) ∧ ∃ϵ>0∀x
(
φ(x) → ∀y [x6y6x+ϵ→ φ(y)]

)
−→ ∀xφ(x)

♢ است. دلخواه L⁃فرمول ͷی φ آن در که

است: زیر شͺل به CI اول مرتبه صورت بندی

(DCI) .۲ .۲ .۲ تعریف
است: زیر به صورت DCI(L) اول مرتبه طرح ،< محمولͬ نماد شامل L اول مرتبه زبان برای

∃x∀y<xφ(y) ∧ ∀x
[
∀y<xφ(y) → ∃z>x∀y<z φ(y)

]
−→ ∀xφ(x)

♢ است. دلخواه L⁃فرمول ͷی φ آن در که
کرد: فرمول بندی نیز زیر به صورت را DCI ͬ توان م باشد + و 0 شامل L اول مرتبه زبان وقتͬ

∃x ∀y<xφ(y) ∧ ∀x
[
∀y<xφ(y) → ∃ϵ>0∀y<x+ ϵ φ(y)

]
−→ ∀xφ(x)

های x تمام برای که دارد وجود ثابت ϵ>0 ͷی DCI1(L) در که است ضروری نکته این ذکر
که دارد وجود (x به (وابسته ϵx>0 ͷی x هر برای DCI(L) در اما ͬ کند. م کار دوم فرض

ͬ کند. م کار دوم قسمت فرض برای



۱۰ آن معادل صورت های و حقیقͬ پیوستار کمال اصل .۲ فصل

(DCI2) .۳ .۲ .۲ تعریف
ͬ دهیم: م نمایش زیر به صورت را DCI2(L) موضوعͬ اصل طرح

∃x∀y6xφ(y) ∧ ∀x
[
∀y6xφ(y) → ∃z>x∀y<z φ(y)

]
∧ ∀x[∀y<xφ(y) → φ(x)]

♢ است. دلخواه L⁃فرمول ͷی φ آن، در که −→ ∀xφ(x)

ͬ پردازیم. م اصل سه این مقایسه به اکنون

(DCI ⇐⇒ DCI2) .۴ .۲ .۲ قضیه
اصل طرح است، < محمولͬ نماد شامل L زبان که ⟨D;L⟩ خطͬ مرتب ساختار هر در

باشد. برقرار DCI2(L) موضوعͬ اصل طرح اگر اگروتنها است برقرار DCI(L) موضوعͬ

ͬ کنیم م فرض DCI2 =⇒ DCI اثبات برای است. آسان نسبتاً DCI =⇒ DCI2 اثبات برهان.
L⁃فرمول برای ͬ کنیم م فرض نیز و باشد برقرار ⟨D;<⟩ خطͬ مرتب ساختار ͷی در DCI2

باشیم: داشته a∈D ͷی و φ(x)
و ،∀y<aφ(y) الف)

.∀x[∀y<xφ(y) → ∃z>x∀y<z φ(y)
ب)[

برقراراند: زیر روابط ͬ دهیم م نشان حال

،∃x∀y6xψ(y) (۱)

و ،∀x[∀y6xψ(y) → ∃z>x∀y<z ψ(y)
] (۲)

.∀x[∀y<xψ(y) → ψ(x)] (۳)

طور به (۲) رابطه است. برقرار ∀xφ(x) ͬ دهد م نشان DCI2(L) از استفاده با مطلب، این
را d ∈ D ثابت عضو ،(۳) درستͬ اثبات برای ͬ آید. م به دست (ب) قسمت از مستقیم
به دارد وجود d′

>d این صورت در باشد. برقرار ∀y<dφ(y) ͬ کنیم م فرض و ͬ گیریم م درنظر
ͬ بینیم م مشابه کاملا́ استدلالͬ با .∀y<d′

φ(y) باشیم داشته است برقرار φ(d) وقتͬ  طوری که
است. درست x = a برای (۱) رابطه که



۱۱ آن معادل صورت های و حقیقͬ پیوستار کمال اصل .۲ فصل

اکنون هستند. معادل هم با خطͬ مرتب ساختار هر در CI2 و CI قضیه، اثبات بنابر
ͬ باشد. م (CI2 معادل به طور (و CI از ضعیف تر اکید به طور CI1 ͬ دهیم م نشان

(DCI ̸⇐⇒ DCI1) .۵ .۲ .۲ قضیه
گروه ͷی ⟨D; +.0, <⟩ و L ⊇ {+, 0, <} که ⟨D; +.0, <, ...⟩ شͺل به L⁃ساختار هر در
عکس اما است. برقرار نیز DCI1(L) باشد برقرار DCI(L) اگر است، بخشپذیر مرتب آبلͬ
DCI1(LOF) طرح مرتب، میدان های زبان LOF = {+, 0,−, <,×, 1} برای نیست: درست آن

نیست. چنین DCI(LOF) اما است برقرار ⟨Q;LOF⟩ در

درستͬ اثبات منظور به باشد. برقرار ⟨D; +, 0, <, ...⟩ ساختار در DCI(L) کنیم فرض برهان.
باشیم: داشته ϵ>0 و a∈D ،φ L⁃فرمول ͷی برای ͬ کنیم م فرض DCI1(L)

و ،∀y6aφ(y) (i)

.∀x(φ(x) → ∀y [x6y6x+ϵ→ φ(y)]
) (ii)

ͬ دهیم م نشان ͬ آید م زیر در که به صورتͬ ما و است برقرار ∀y<aφ(y) (۱) این صورت در
b ͷی برای ͬ کنیم م فرض است: برقرار نیز ∀x

[
∀y<xφ(y) → ∃z>x ∀y<z φ(y)

] (۲)
ایجاب (ii) و ،φ(b− ϵ

2
) ͬ گیریم م نتیجه آنگاه .∀y<bφ(y) باشیم داشته D به متعلق ثابت

را (۲) درستͬ ∀y<b+ ϵ
2
φ(y) برقراری به طوری که .∀y [b− ϵ

2
6y6b+ ϵ

2
→ φ(y)] که ͬ کند م

ͬ دهد. م نتیجه را ∀xφ(x) ،(۲) و (۱) ͷکم به DCI(L) بنابراین ͬ دهد. م نتیجه
نیست. چنین DCI(LOF) اما است درست Q در DCI1(LOF) ͬ دهیم م نشان حال

داریم: ϵ > 0 که ϵ, r ∈ Q و φ فرمول برای ͬ کنیم م فرض Q � DCI1(LOF) اثبات برای
.∀x(φ(x) → ∀y [x6y6x+ϵ→ φ(y)]

) (ii) و ∀y6r φ(y) (i)
آنگاه نباشد چنین اگر است؛ درست Q در ∀xφ(x) ͬ دهیم م نشان خلف برهان از استفاده با

است. آن برای پایینͬ کران r و ناتهͬ A={q∈Q | ¬φ(q)} مجموعه
t∈Q نیز و α<s<α + ϵ

2
و s∈A که موجوداند t و s بنابراین .α=infA(∈R) ͬ دهیم م قرار

طبق پس، است. درست φ(t) بنابراین .t ̸∈A ͬ گیریم م نتیجه t<α=infA از .α−ϵ
2
<t<α که
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t<α<s<α+ ϵ
2
<t+ϵ ͬ دانیم م قبل از چون و است برقرار φ(y) ،y∈ [t, t+ϵ] هر ازای به (ii)

است. s∈A با متناقض امر این که ͬ باشد م درست نیز φ(s) پس
نیست. درست ⟨Q;LOF⟩ در DCI(LOF) ͬ دهیم م نشان اکنون

است. درست ∀y<0φ(y) که است واضح .φ(x)=[x<0 ∨ x2<2] (۱) ͬ دهیم م قرار
به اما ͬ باشد. م درست نیز ∀x[∀y<xφ(y) → ∃ϵ>0∀y<x+ϵ φ(y)

] (۲) ͬ دهیم م نشان و
DCI(LOF) ͬ دهد م نشان امر همین نیست؛ درست φ(2) زیرا نیست برقرار ∀xφ(x) وضوح

نیست. درست Q در
.∀y<r φ(y) ͬ کنیم م فرض و ͬ گیریم م درنظر ثابت را r∈Q ،(۲) درستͬ دادن نشان برای

است: برقرار ∃ϵ>0∀y<r+ϵ φ(y) ͬ دهیم م نشان زیر حالت سه کردن مجزا با
.∀y<r+ϵ φ(y) داریم ϵ=− r

2
برای آنگاه r<0 اگر (الف)

.∀y<r+ϵ φ(y) داریم ϵ=1 برای آنگاه r=0 اگر (ب)
است. ناممͺن r2=2 پس

√
2 ̸∈Q زیرا r2<2؛ آنگاه r>0 اگر (ج)

0<y<r ͬ آوریم: م به دست y= r2+2
2r

برای که چرا باشد درست ͬ تواند نم نیز r2>2 همچنین
ϵ=min{1, 2−r2

2r+1
} درنظرگرفتن با نیست. درست ∀y<r φ(y) بنابراین .y2−2=( r

2−2
2r

)2>0 و
به راحتͬ ͬ گیریم. م درنظر 06y<r+ϵ شرط با y ͷی ∀y<r+ϵ φ(y) اثبات برای .0<ϵ61 داریم
.y2−2<(r+ϵ)2−2=(r2−2)+ϵ(2r+ϵ)6(r2−2)+ϵ(2r+1)6(r2−2)+(2−r2)=0 ͬ بینیم م

است. درست φ(y) ،y<r+ϵ هر برای بنابراین ،y2<2 پس

است. معادل مرتب، آبلͬ گروه های در ارشمیدسͬ خاصیت با CI1 که ͬ دهیم م نشان

(AP ارشمیدسͬ، (خاصیت .۶ .۲ .۲ تعریف
a>0 که a, b ∈G هر برای هرگاه دارد ارشمیدسͬ خاصیت ⟨G; +, 0, <⟩ مرتب آبلͬ گروه
♢ .n � a=a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n−tiⅿes

تعریف طبق اینجا در .b<n � a که باشد موجود n∈N ͷی

(AP ⇐⇒ CI1) .۷ .۲ .۲ قضیه
CI1 موضوعͬ اصل طرح در اگر اگروتنها دارد ارشمیدسͬ خاصیت مرتب آبلͬ گروه ͷی

کند. صدق
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باشد داشته (AP) ارشمیدسͬ خاصیت ⟨G; +, 0, <⟩ مرتب آبلͬ گروه کنید فرض برهان.
برای (ب) و ]− ∞, a] ⊆ A (الف) باشیم داشته ϵ>0 که ϵ, a ∈ G و A ⊆ G برای و
داد نشان ͬ توان م n ∈ N روی بر استقراء با .[x, x+ϵ] ⊆ A آنگاه x ∈ A اگر x ∈ G هر
نتیجه (ب) از استقراء گام و (الف) از n=0 برای است؛ درست ]−∞, a+n � ϵ] ⊆ A (ج)
پس x−a<n؛ � ϵ طوری که به دارد وجود n∈N ͷی AP طبق دلخواه، x∈G برای ͬ شود. م

است. درست G در CI1 بنابراین A=G؛ داریم پس .x∈A داریم (ج) طبق
a, b∈G هر برای کند. صدق ⟨G; +, 0, <⟩ مرتب آبلͬ گروه در CI1 کنید فرض حال،
داریم به وضوح، صورت این در .B = {x ∈ G | ∃n ∈ N : x<n � a} دهید قرار a>0 که
.[x, x+a] ⊆ B آنگاه x∈B اگر x∈G هر برای (ب) ͬ دهیم م نشان و ؛ ]−∞, 0] ⊆ B (الف)
داریم y ∈ [x, x+a] هر برای بنابراین x<m؛ � a ،m ∈N ͷی برای داریم: x ∈ B هر برای
باید (ب) و (الف) از ،CI1 طبق پس .y∈B داشت خواهیم بنابراین و y6x+a<(m+1) � a

G پس b<n؛ � a به طوری که n∈N دارد وجود b∈G هر برای بنابراین و B=G باشیم داشته
دارد. AP خاصیت

(Q � DCI1 (همچنین Q � CI1 برای دیͽری اثبات ۷ .۲ .۲ قضیه که است ذکر به لازم
را (CI1) ۱ .۱ .۲ تعریف بنابراین، کردیم. اثبات ۵ .۲ .۲ قضیه در قبلا́ که ͬ دهد م ارایه
مرتب) میدان های (در ارشمیدسͬ خاصیت معادل صورت های از تایی ۴۲ لیست به ͬ توان م
و CI ترتیب (به ۴ .۱ .۲ و ۲ .۱ .۲ تعاریف در شده بیان استقراء اصل کرد. اضافه ،[۸] در
تعریف در شده بیان اصل حالیͺه در ͬ باشند م مرتب میدان های کمال اصل با معادل (CI2

کمال اصل با پس است معادل مرتب میدان های در ارشمیدسͬ خاصیت با ،(CI1) ،۱ .۱ .۲
به شمار پیوسته استقراء از واقعͬ نسخه ͷی را CI1 ͬ توان نم فوق قضیه بنابر نیست. ارز هم
درنظرگرفت. غیرگسسته استقراء ͷی آن را ͬ توان م نیست برقرار N یا Z در چون اما آورد.

ͬ باشد. نم هم پیوسته استقراء است برقرار Q روی اینکه به توجه با هم چنین



۳ فصل

حقیقͬ بسته و جبری بسته میدان های

۱۴



۱۵ حقیقͬ بسته و جبری بسته میدان های .۳ فصل

تارسͺͬ⁃ش˼والͬ قضیه و جبری بسته میدان های ۱ .۳

(ACF) .۱ .۱ .۳ تعریف
اصول به همراه را ∀{ai}i6n ∃x (xn+

∑
i6n−1 aix

i=0) موضوع اصل طرح n>1 و n∈N برای
نامیده جبری بسته میدان کند ارضاء را اصل این که میدانͬ هر ͬ گیریم. م درنظر (F) میدان ها
♢ ͬ شود. م

زبان در صفر مشخصه با جبری بسته میدان های نظریه که ͬ دهیم م نشان بخش این در
استفاده زیر لم از منظور این برای دارد. سور حذف خاصیت LF = {+, 0,−,×, 1} میدان ها

ͬ کنیم. م

ضرایب با چندجمله ای هایی یعنͬ باشند LF زبان در ترم دو q(x̄, x) و p(x̄, x) اگر .۲ .۱ .۳ لم
درست φ(ξ̄) که دارد وجود چنان φ(ξ̄) سور از خالͬ LF⁃فرمول آنگاه صحیح، اعداد در

کند. عاد را q(ξ̄, x) چندجمله ای p(ξ̄, x) چندجمله ای اگر اگروتنها است

حسب بر و صحیح اعداد از ضرایب با چندجمله ای های ͬͽهم که bjها و ai برای برهان.
ͬ گیریم: م درنظر زیر مطابق را q(x) و p(x) ترم های ͬ باشند، م x1, ..., xk

را موردنظر φ فرمول .q(x) := b0 + b1x + ... + bnx
n و p(x) := a0 + a1x + ... + amx

m

داریم آنگاه m + n = 0 اگر که است واضح ͬ آوریم. م به دست m + n روی استقراء با
حالتͬ برای موردنظر خاصیت با را φ فرمول ͬ کنیم م فرض حال .φ = (a0 ̸= 0 ∨ b0 = 0)

داریم. m+n = h شرط با را q(x) و p(x) چندجمله ای های و یافته ایم است، m+n < h که
ͬ گیریم: م درنظر حالت دو

q(x) و p1(x) :=a0 + a1x+ ...+ am−1x
m−1 ͬ دهیم م قرار باشد. n < m کنیم فرض (⋆)

چندجمله ای دو این درجات مجموع چون استقراء فرض طبق شد. اشاره بالا در همان که
فرمول بنابراین است. موجود q و p1 برای φ′ سور از خالͬ فرمول پس است کمتر h از
.(am = 0 ∧ φ′) ∨ (am ̸= 0 ∧ b0 = b1 = ... = bn = 0) از است عبارت q و p برای موردنظر
و p1(x) :=a0 + a1x+ ...+ am−1x

m−1 ͬ دهیم م قرار باشد. m ≤ n کنیم مͬ فرض (⋆⋆)
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مجموع است. n از کمتر درجه از q1 که است واضح .q1(x) :=amq(x) − bnx
n−m · p(x)

فرمول های استقراء فرض بنابر هستند. کمتر h از q1 و p درجات مجموع و q و p1 درجات
را نظر مورد خاصیت که دارند وجود q1 ،p و q ،p1 برای به ترتیب φ′′ و φ′ سور از خالͬ
(am = 0 ∧ φ′) ∨ (am ̸= 0 ∧ φ′′) به صورت q و p برای نهایی فرمول پس باشند. داشته

ͬ باشد. م

است.) کامل ACF0) .۳ .۱ .۳ قضیه
دارد. سور حذف خاصیت صفر مشخصه با جبری بسته میدان های نظریه

زبان در فرمول هر ͬ کنیم م ثابت یعنͬ ͬ دهیم؛ م انجام سور حذف ͷکم به را اثبات برهان.
آزاد متغیرهای با آن آزاد متغیرهای که سور از خالͬ فرمول ͷی با است معادل میدان ها
بͽیرد تصمیم را سور از خالͬ جمله های ͬ تواند م نظریه این چون است. یͺسان قبلͬ فرمول
جمله ی هر ͬ تواند م نظریه این که ͬ دهد م نشان سور حذف قضیه پس کند) رد یا (اثبات

را. آن نقیض یا کند اثبات را جمله یا یعنͬ بͽیرد؛ تصمیم را زبان این
عطفͬ ترکیب θ که ∃x θ(x) شͺل به فرمول هر دهیم نشان کافیست این کار برای
متغیرهای (با است معادل سور از خالͬ فرمول ͷی با است، اتمͬ نقیض و اتمͬ فرمول های
معادل سور از خالͬ فرمول ͷی با فرمولͬ چنین کنید فرض منظور این برای یͺسان). آزاد
خالͬ فرمول با ψ داد نشان ͬ توان م ψ فرمول پیچیدگͬ روی بر استقراء با این صورت در باشد
،{¬,∧,∨,→} گزاره ای، رابط ها و اتمͬ فرمول ها آن در که را حالتͬ است؛ معادل سور از
تحویل ∃ به ∀xψ(x) ≡ ¬∃x¬ψ(x) ͷکم به ͬ توان م را ∀ حالت است. بدیهͬ باشند
است معادل سور از خالͬ فرمول ͷی با ∃xψ(x) فرمول ͬ دهیم م نشان نهایت در کرد.
ͬ نویسیم م ∨∨

i θi فصلͬ نرمال به صورت را ψ فرمول است. سور فاقد فرمول ͷی ψ که
داریم پس است. اتمͬ نقیض یا اتمͬ فرمول تعدادی از عطفͬ ترکیبی θi فرمول هر که
ͷی با معادل ∃x θi فرمول استقراء، فرض طبق نیز و ∃xψ(x) ≡ ∃x

∨∨
i θi ≡

∨∨
i ∃x θi

در φ فرمول کنید فرض است. چنین فرمول کل نتیجه در و ͬ باشند م سور از خالͬ فرمول
زبان اتمͬ نقیض یا اتمͬ فرمول ͷی αi هر که باشد. ∃x(α1 ∧ ....∧ αr) به صورت LF زبان
را t که وقتͬ فرمول، دو این که است. t1 ̸= t2 یا t1 = t2 به صورت αi هر پس است. LF
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t1 ̸= 0∧....∧tu ̸= 0 چون هستند. معادل t ̸= 0 و t = 0 با به ترتیب ،t := t1−t2 داده ایم قرار
است. هم ارز ∃x(t1 = 0∧ ....∧ tk = 0∧ t ̸= 0) با φ فرمول پس است t1 · · · tu︸ ︷︷ ︸

t

̸= 0 با معادل

چندجمله ای هایی هم آنها که ضرایبی با است x حسب بر چندجمله ای ͷی ti هر ͬ دانیم م
ti در شده ظاهر جمله اگر صحیح. اعداد از ضرایب با و دیͽر متغیرهای حسب بر هستند
غیر در زیرا ni ̸= 0 که کرد فرض ͬ توان م دهیم، نشان aixni با دارد را درجه بیشترین که
a0 = 0 پس ti = 0 داریم φ در چون که ͬ شود م بدل a0 هم چون ثابت ͷی به ti این صورت
مجموع روی استقراء با حال ͬ کنیم. م دوری تباهیده حالت این از ما که ͬ آید م به دست

ͬ دهیم. م ادامه را اثبات ͬ شود، م نامیده φ رتبه که niها،

قرار n1 ≥ n2 فرض با آنگاه باشد) صفر مساوی یا بزرگتر tها = 0 (تعداد k ≥ 0 اگر
کمتر t′1 درجه که است واضح .t′2 := t2 − a2x

n2 و t′1 := a2t1 − a1x
(n1−n2) · t2 ͬ دهیم: م

است: زیر فرمول با معادل φ فرمول حالت این در است. n2 از t′2کمتر درجه و n1 از
[a2 = 0 ∧ ∃x(t1 = 0 ∧ t′2 = 0 ∧ ... ∧ tk = 0 ∧ t ̸= 0)]

∨
[a2 ̸= 0 ∧ ∃x(t′1 = 0 ∧ t2 = 0 ∧ ... ∧ tk = 0 ∧ t ̸= 0)].

دارند. کمتری رتبه فرمول دو این که
در ͬ دانیم م نوشت. ∃x(t1 = 0∧ t ̸= 0) به صورت را φ ͬ توان م آنگاه باشد k = 1 اگر (⋆)

p(x0) = 0 که است موجود x0 ͷی ،q(x) و p(x) چندجمله ای های برای جبری بسته میدان هر
.(p - qn) ͬ شمارد نم را qn چندجمله ای p اینکه با است معادل مطلب این ،q(x0) ̸= 0 اگر و
از خالͬ فرمول همان φ′ اگر حال است. x متغیر حسب بر p چندجمله ای درجه n اینجا در
به دست است) t درجه n و t1 ̸= 0 ،t = 0 اینجا (در tn1 و t برای قبل لم در که باشد سوری

بود. خواهد ¬φ′ موردنظر، فرمول پس t - tn1 چون آنگاه است، آمده
ͬ دهیم م قرار است. ∃x(t ̸= 0) معادل φ فرمول آنگاه باشد k = 0 اگر (⋆⋆)

چندجمله ای هر و هستند نامتناهͬ جبری بسته میدان های که آنجا از .t:=a0+a1x+...+anxn

پس دارد، دلخواه جبریِ بسته میدان ͷی در ریشه متناهͬ تعداد صفر، با نامتحد متغیره ͷی
.a0 ̸= 0 ∨ .... ∨ an ̸= 0 با است معادل φ فرمول
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از خالͬ معادل بسته، فرمول های جمله از فرمولͬ، هر LF زبان در که دیدیم ترتیب بدین
ثوابت شامل فقط یعنͬ دارد، سور از خالͬ معادل و است بسته فرمولͬ وقتͬ دارند. سور

ͬ شود. م نوشته n = 0 به صورت طبیعͬ اعداد به متعلق n ͷی برای و است

تارسͺͬ⁃س˼یدِنبِِِِرگ قضیه و حقیقͬ بسته میدان های ۲ .۳

است: ͬͺتارس قضیه ی ͬ کند م جذاب ریاضͬ منطق برای را حقیقͬ بسته میدان های که آنچه
تصمیم پذیر ،Th⟨R; +, 0,−, <,×, 1⟩ حقیقͬ، اعداد مرتب میدان اولِ مرتبه کامل̞ نظریه ی
میدان های .([۱۵]) ͬ باشد م اصل پذیر حقیقͬ بسته مرتب میدان های نظریه ی توسط و بوده
این در ما و ([۳ ،۲]) ͬ گیرند م قرار مطالعه مورد جبری هندسه و جبر در حقیقͬ، بسته
پرکاربردترین ͬ کنیم. م اشاره آنها اول مرتبه نظریه ی معادل اصل بندی های از بعضͬ به بخش
بسته میدان ͷی ͬ کند م بیان که است تعریفͬ حقیقͬ، بسته میدان های تعریف مفیدترین و

باشد: برقرار آن در ،IVT میانͬ، مقدار قضیه که است مرتبی میدان حقیقͬ

(IVT) .۱ .۲ .۳ تعریف
ͬ نامیم: م IVT را میانͬ مقدار قضیه از زیر اول مرتبه صورت بندی

∀p∀u, v ∃x [u<v ∧ p(u)·p(v)<0 −→ u<x<v ∧ p(x)=0],

♢ .p(x)=∑
i6m aix

i چندجمله ای برای است ∀{a}i6m همان ∀p از منظور که وقتͬ

چندجمله ای های ،LOF = {+, 0,−, <,×, 1} مرتب، میدان های زبان در x متغیر شامل ترم های
به عنوان هستند. x از خالͬ ترم های ها ai که ͬ باشند م p(x) =

∑
i6m aix

i به صورت
را شده اند اثبات جبری به صورت که حقیقͬ آنالیز قضایای از برخͬ ،IVT از کاربردهایی

.([۲]) ͬ کنیم م بررسͬ
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(مشتق) .۲ .۲ .۳ تعریف
♢ . p′(x)=∑n

i=1 iaix
i−1 چندجمله ای با است برابر p(x)=∑n

i=0 aix
i چندجمله ای مشتق

مشتق) ͬ های ویژگ (برخͬ .۳ .۲ .۳ نکته
داریم: q(x)=

∑
j6m bjx

j و p(x)=
∑

i6n aix
i چندجمله ای های برای

،a مانند (x از خالͬ ترم ͷی) ثابت ͷی برای (ap)′=ap′ ●

و ،(p+q)′=p′+q′ ●

p)؛ · q)′=(p′ · q)+(p · q′) ●

کرد بررسͬ این صورت به را آخر مورد ͬ توان م مثال، برای هستند. اثبات قابل راحتͬ به که
k
∑

i+j=k aibj=
∑k

i=0 kaibk−i = با است برابر (p · q)′ عبارت در xk−1 ضریب که
=
∑k

i=0[iaibk−i+ (k−i)aibk−i]=[
∑k

i=0(iai)bk−i]+[
∑k

j=0 ak−j(jbj)].

♢ است. (p · q′) ضریب دوم، جمع وند و بوده (p′ · q) در xk−1 ضریب اول، جمع وند که
روش های عنوان تحت مقدماتͬ حسابان در ۳ .۲ .۳ در شده اشاره ͬ های ویژگ که است واضح

ͬ کنیم. م بیان را زیر لم و قضیه ادامه در ͬ شوند. م داده آموزش ([۲۴]) آنالیزی

(IVT =⇒ Rolle+MVT+Signs Derivative) .۴ .۲ .۳ قضیه
نیز و F در ضرایب با را p(x) چندجمله ای باشد. صادق F مرتب درمیدان IVT کنید فرض

بͽیرید. درنظر را a<b که a, b∈F

.p′(c)=0 داریم c∈]a, b[ ͷی برای آنگاه p(a)=p(b)=0 اگر رول: قضیه

p′(c)= p(b)−p(a)
b−a

که دارد وجود c∈]a, b[ عضو میانگین: مقدار قضیه

(p′(x)<0 (به ترتیب، p′(x)>0 باشیم داشته ،x∈]a, b[ هر برای اگر مشتق: تغییرعلامت
.(p(u)>p(v) (به ترتیب، p(u)<p(v) داریم ،a<u<v<b که u, v∈F برای آنگاه
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تعداد فقط چندجمله ای هر چون که است یادآوری به لازم رول قضیه با ارتباط در برهان.
حال، ندارد. ریشه ]a, b[ باز بازه در p چندجمله ای کرد فرض ͬ توان م پس دارد، ریشه متناهͬ
ͬ شمارند؛ م را p(x) چندجمله ای (x−b) و (x−a) دوی هر ،p(a) = p(b) = 0 فرض طبق
بزرگترین را n و ͬ شمارد م را p(x) چندجمله ای (x−a)m که بͽیرید عددی بزرگترین را m
چندجمله ای برای صورت، این در بشمارد. را p(x) چندجمله ای (x−b)n که بͽیرید عددی
بنابراین .p(x)=(x−a)m(x−b)nq(x) نوشت ͬ توان م ندارد، ]a, b[ در ای ریشه هیچ که q(x)

p′(x)=(x−a)m−1(x−b)n−1r(x) داریم ،۳ .۲ .۳ طبق ازین رو، .q(a)q(b)>0 داریم IVT طبق
به جای b و a قراردادن با .r(x)=m(x−b)q(x)+n(x−a)q(x)+(x−a)(x−b)q′(x) جایی که
ͷی IVT مطابق .r(a)r(b)=m(a−b)q(a)n(b−a)q(b)=−mn(b−a)2q(a)q(b)<0 داریم x

ͬ آید. م دست به p′(c)=0 آنجا از و r(c)=0 که دارد وجود c∈]a, b[ عنصر
قرار که این صورت به ͬ آید: م دست به رول قضیه از میانگین مقدار قضیه سنتͬ، طور به
r(a)=r(b)=0؛ و q(a)=q(b) داریم .r(x)=q(x)−q(a) و q(x)=p(x)− p(b)−p(a)

b−a x ͬ دهیم م
.r′(x)=q′(x)=p′(x)− p(b)−p(a)

b−a
همچنین

،u, v هر برای ͬ آید: م دست به میانگین مقدار قضیه از راحتͬ به مشتق علامت تغییر
باشیم: داشته که دارد وجود w ∈]u, v[ ͷی مشتق، علامت تغییر قضیه شرایط در صادق
آنگاه p′(w)<0 اگر و p(v)>p(u) آنگاه p′(w)>0 اگر حال، .p(v)−p(u) = p′(w)·(v−u)

ͬ آید. م به دست p(v)<p(u)

نظریه ͬ کند م بیان که است ͬͺتارس قضیه ،IVT توانایی بر شاهد قویترین و آخرین
OF+IVT ⊢ θ داریم یا مرتب، میدان های زبان در θ جمله هر برای یعنͬ است؛ تمام OF+IVT

کرایسل از شده تعدیل اثبات ͷی ادامه در ،(۶ .۲ .۳ (قضیه نتیجه این برای .OF+IVT ⊢ ¬θ یا
هر که ͬ آوریم م به دست نتیجه این از که است به ذکر لازم ͬ دهیم. م ارایه را [۱۵] کریوین۱ و
این صورت، غیر در چراکه است. اثبات قابل IVT (+OF) از باشد، درست R در که جمله ای
مثال، برای پس است. R در آن درستͬ با متناقض این و باشد اثبات قابل آن نقیض باید

Kreiseⅼ & Krivine۱



۲۱ حقیقͬ بسته و جبری بسته میدان های .۳ فصل

ͷی یا موضوع اصل ͷی اگر این، بر علاوه .IVT =⇒ DCI(LOF) داریم مرتب میدان های در
هم ارز IVT با آنگاه کند، ثابت را IVT بتواند است درست R در که موضوعͬ اصل طرح
روی حقیقͬ بسته میدان های نظریه از دیͽری اصل بندی عنوان به ͬ تواند م ازین رو است؛
طرح های تمام ͬ آید، م زیر در که (۸ .۱ .۴) قضیه بنابر شود. درنظر گرفته مرتب، میدان های
هستند. هم ارز IVT با (DCI1 جز (به ͬ شوند م درنظر گرفته پایان نامه این در که موضوعͬ اصل

چندجمله ای ها) (پیوستگͬ .۵ .۲ .۳ لم
(q(w)<0 ترتیب، (به q(w)>0 اگر مرتب، میدان ͷی در w عضو و q چندجمله ای هر برای
(به q(x)>0 داریم x ∈ [w−ϵ, w+ϵ] هر برای طوری که به دارد وجود ϵ>0 این صورت در

.(q(x)<0 ترتیب،

اندازه به A>0 ͷی برای که ͬ کنیم م فرض q(x) =
∑

k6m akx
k چندجمله ای برای برهان.

ͬ دهیم م قرار ادامه در .|ak|<A ،k6m هر برای و |w|<A باشیم داشته بزرگ کافͬ
>ϵB؛ 1

2
|q(w)| نیز و ϵ<1 که ͬ گیریم م درنظر طوری را ϵ>0 و B =A

∑
k6m

∑
i<k

(
k
i

)
Ai

.δ∈ [−ϵ, ϵ] که x=w+δ داریم x∈ [w−ϵ, w+ϵ] هر برای حال، .|q(w)| ̸=0 که داریم توجه
بنابراین،

|q(x)− q(w)| = |
∑

k6m ak([w+δ]
k − wk)| = |

∑
k6m ak

∑
i<k

(
k
i

)
δk−iwi|

6
∑

k6mA
∑

i<k

(
k
i

)
ϵk−iAi 6

∑
k6m |ak|

∑
i<k

(
k
i

)
|δ|k−i|w|i

= ϵA
∑

k6m

∑
i<k

(
k
i

)
ϵk−1−iAi 6 ϵB <1

2
|q(w)|.

هر برای آنگاه q(w)> 0 اگر پس .q(w) − 1
2
|q(w)|< q(x)< q(w) + 1

2
|q(w)| نتیجه در

داریم x∈ [w−ϵ, w+ϵ] هر برای آنگاه q(w)<0 اگر و q(x)>1
2
q(w)>0 داریم x∈ [w−ϵ, w+ϵ]

.q(x)<1
2
q(w)<0

ارایه را حقیقͬ بسته مرتب میدان های تمامیت برای ͬͺتارس قضیه اثبات اینجا در
ͬ باشد. م [۱۵] در شده ارایه اثبات شده تعدیل اثبات این ͬ دهیم؛ م

است.) کامل IVT) .۶ .۲ .۳ قضیه
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است. کامل OF+IVT نظریه

بر چندجمله ای ͷی ،x آزاد متغیر با {+, 0,−,×, 1} زبان ترم هر که آنجایی از برهان.
x حسب بر اتمͬ فرمول هر پس ͬ باشند م x فاقد ترم های آن، ضرایب که است x حسب
علامت که ͬ دانیم م ͬ باشند. م چندجمله ای q و p که q(x)>0؛ یا p(x)= 0 با است معادل
را اتمͬ فرمول های فقط که به طوری که شود حذف زیر معادل های با ͬ تواند م ¬ نقیض
.[q(x) ̸> 0] ≡ [q(x) = 0 ∨ q(x)<0] و [p(x) ̸= 0] ≡ [p(x)>0 ∨ p(x)<0] باشیم؛ داشته
چندجمله ای های برای ∃x [

∧∧
i<ℓ pi(x) = 0 ∧

∧∧
j<n qj(x)>0] شͺل به فرمول های یعنͬ

شͺل به کراندار فرمول های کافیست نهایت در ͬ گیریم. م درنظر j<n{qj(x)}را و {pi(x)}i<ℓ

است: معادل زیر فرمول با ∃xψ(x) فرمول هر که چرا بͽیریم درنظر را ∃x∈]a, b[: ψ(x)

∃x<−1ψ(x) ∨ ψ(−1) ∨ ∃x∈]−1, 1[ : ψ(x) ∨ ψ(1) ∨ ∃x>1ψ(x).
داریم: هم را زیر معادل فرمول های همچنین،

∃x>1ψ(x) ≡ ∃y∈]0, 1[: ψ(y−1) و ∃x<−1ψ(x) ≡ ∃y∈]0, 1[: ψ(−y−1).
y>0 هر و q(x)=

∑
j6l bjx

j و p(x)=
∑

i6m aix
i چندجمله ای هر برای که ͬ کنیم م یادآوری

داریم
p(y−1)=0 ↔

∑
i6m aiy

−i=0 ↔
∑

i6m aiy
m−i=0 ↔

∑
j6m am−jy

j=0,

q(y−1)>0 ↔
∑

j6l bjy
−j>0 ↔

∑
j6l bjy

l−j>0 ↔
∑

i6l al−iy
i>0;

دیͽر اتمͬ فرمول با ،y>0 برای ،(θ(−y−1) همچنین θ(y−1)(و اتمͬ فرمول هر بنابراین، و
شͺل به فرمول هر بودن معادل است. معادل η(y)

φ(a, b)=∃x∈]a, b[:
∧∧

i<ℓ pi(x)=0 ∧
∧∧

j<n qj(x)>0

تعریف زیر به صورت که فرمول، درجه روی استقراء ͷکم به را سور از خالͬ فرمول ͷی با
فرمول برای degx؛ p=m ͬ دهیم م قرار  p(x)=

∑
i6m aix

i ترم برای ͬ دهیم: م نشان ͬ شود، م
در degx(q(x)>0)؛ = 1+degx q و degx(p(x) = 0) = degx p ͬ دهیم م قرار p(x) = 0 اتمͬ

است. آن اتمͬ زیرفرمول های درجه بیشترین با برابر فرمول هر درجه نهایت،
است: زیر به صورت ͬ کنیم م اثبات ما که را آنچه
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{Φk(y),Ψk(y)}k<m مانند فرمول هایی فوق، ͬ های ویژگ با φ(a, b) فرمول هر برای (⋆)

آن بر علاوه و OF+IVT+a<b؛ ⊢ φ(a, b) ↔
∨∨

k<m[Φk(a)∧Ψk(b)] به طوری که دارند وجود
ͬ باشد. م degx(φ(a, b)) از کمتر {Φk(y),Ψk(y)} فرمول های degy

است ذکر به لازم ͬ شود؛ م داده نشان ~=degx
(
φ(a, b)

) روی بر استقراء با مطلب این
شͺل به صرفاً x آنگاه ~=0 اگر ͬ شود. م رفتار جدید متغیرهای عنوان به a, b با اینجا که
فرض حال است. معادل سور از خالͬ فرمول ͷی با پس ͬ شود م ظاهر φ(a, b) در صوری

است. برقرار ~ از کمتر degx با فرمول های تمام برای (⋆) مطلوب نتیجه ͬ کنیم م
ما فرمول و ندارد وجود تساوی ای هیچ یعنͬ ͬ گیریم؛ م درنظر را ℓ= 0 حالت ابتدا (1)

ͷی در ها qj ،۵ .۲ .۳ لم طبق است. φ(a, b) = ∃x ∈]a, b[:
∧∧

j<n qj(x)> 0 به صورت
مثبت نقطه آن شامل ]u, v[⊆ ]a, b[ زیربازه ͷی در اگر اگروتنها هستند مثبت ]a, b[ از نقطه
F(a, b) ∨

∨∨
i<n Gi(a, b) ∨

∨∨
i,j<n Hi,j(a, b) فرمول با معادل φ(a, b) فرمول پس باشند.

هستند؛ زیر به صورت {Hi,j}i,j<n و {Gi}i<n ،F جایی که است.
F(a, b)=∀x∈]a, b[:

∧∧
j<n qj(x)>0

و ،Gi(a, b) =
[
∃u ∈]a, b[: qi(u) = 0 ∧ F(a, u)

]∨ [
∃v ∈]a, b[: qi(v) = 0 ∧ F(v, b)

]
Hi,j(a, b)=∃u, v∈]a, b[: u<v ∧ qi(u)=0 ∧ qj(v)=0 ∧ F(u, v).

آنها degx که است، ∧∧j<n qj(a)>0∧
∧∧

j<n ¬∃x∈]a, b[: qj(x)=0 با معادل F(a, b) فرمول
جایی که است ∨∨k<m[Φk(a) ∧ Ψk(b)] با معادل ،(⋆) استقراء فرض طبق پس ،~ از کمتر
درنتیجه ͬ باشد. م ~ از کمتر آنها degy و هستند x از خالͬ {Φk(y),Ψk(y)}k<m فرمول های

فرمول های فصلͬ ترکیب با معادل (k<m) برای Gi(a, b) عبارت ،i<n هر )برای
Φk(a) ∧ ∃u∈]a, b[: [qi(u)=0 ∧Ψk(u)]

)∨ (
∃v∈]a, b[: [qi(v)=0 ∧ Φk(v)] ∧Ψk(b)

)
.

qi(v)=0 ∧ Φk(v) به مربوط degv نیز و qi(u)=0 ∧ Ψk(u) به مربوط degu چون ͬ باشد. م
در به کارگرفت. ها Gi تمام روی را (⋆) استقراء فرض ͬ توان م پس ͬ باشند، م ~ از کمتر
(روی فصلͬ ترکیب با معادل عبارت این که ͬ کنیم م خاطرنشان Hi,j(a, b) برای نهایت،

است: زیر فرمول های (k<m
∃u∈]a, b[:

(
qi(u)=0 ∧ Φk(u) ∧ ∃v∈]u, b[: [qj(v)=0 ∧Ψk(v)]

)
.
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فرمول های ،(⋆) استقراء فرض طبق است؛ ~ از کمتر qj(v)=0∧Ψk(v) فرمول degv حال،
داریم به طوری که دارند وجود ~ از کمتر degz با {Θj,k,ι(z),Υj,k,ι(z)}ι<l

∃v∈]u, b[: [qj(v)=0 ∧Ψk(v)] ≡
∨∨
ι<l

[Θj,k,ι(u) ∧Υj,k,ι(b)].

ͬ باشند، م ~ از کمتر qi(u)= 0 ∧ Φk(u) ∧ Θj,k,ι(u) فرمول های تمام های degu چون پس،
فصلͬ ترکیب با ،k <m, ι< l برای ،Hi,j(a, b) عبارت ،(⋆) استقراء فرض به کارگیری با

است. معادل ∃u∈]a, b[:
(
qi(u)=0 ∧ Φk(u) ∧Θj,k,ι(u)

)
∧Υi,j,ι(b) فرمول های

ͬ توان م ∧∧
i<ℓ αi =0 ⇐⇒

∑
i<ℓ α

2
i =0 به دلیل ͬ گیریم؛ م درنظر ℓ>0 را دوم حالت (2)

جایͽزین ∑
i<ℓ p

2
i (x) چندجمله ای با را ها pi(x) تمام ͬ توان م بنابراین .ℓ= 1 کرد فرض

کاهش برای دیͽری راه ͬ یابند. م افزایش آمده به دست فرمول های degx این کار، با اما کرد
دارد: وجود فرمول ها degx افزایش بدون (pi چندجمله ای های (تعداد ℓ

q(x)=βxe+
∑

j<e bjx
j و p(x)=αxd+

∑
i<d aix چندجمله ای های برای اینکه فرض با (I)

در −s(x)=βp(x)؛ αxd−eq(x) و r(x)=q(x)−βxe ͬ دهیم م قرار .d>e باشیم داشته
داریم ]این صورت

p(u)=q(u)=0
]
⇐⇒

[
β=0 ∧ p(u)=r(u)=0

]
∨
[
β ̸=0 ∧ s(u)=q(u)=0

].
کرده پیدا کاهش مورد ͷی حداقل به دو از چندجمله ای ها تعداد روش این ادامه با
degx از نیز اخیر فرمول degx که بود خواهیم مواجه چندجمله ای ͷی با حداکثر و

بود. نخواهد بزرگتر اولیه فرمول

و φ(a, b)=∃x∈]a, b[: p(x)=0 ∧
∧∧

j<n qj(x)>0 درنتیجه ℓ=1؛ کرد فرض توان مͬ پس
آنگاه degx qj<degx p باشیم داشته ،j < n هر برای اگر .degx(φ(a, b)) = ~ آن بر علاوه

کرد. تبدیل معادلش به صورت را فرمول ͷی ͬ توان م همواره

p(x) = αxd+
∑

i<d aix
i ͬ گیریم م درنظر d6 e برای آنگاه degx q1 > degx p اگر (II)

و r(x) = p(x)−αxd چندجمله ای های قراردادن با .q1(x) = βxe+
∑

j<e bjx
j و
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داریم =s(x)؛ α2q1(x)−αβxe−dp(x)[
p(u)=0∧q1(u)>0

]
⇐⇒

[
α=0∧r(u)=0∧q1(u)>0

]
∨
[
α ̸=0∧p(u)=0∧s(u)>0

].
به حالت این صورت در (که ͬ رود م بین از (p(x)=0) تساوی یا روش، همین ادامه با
تساوی درجه مساوی یا کوچͺتر degx(q(x)>0) نامعادله درجه یا ͬ رسیم) م نخست

شد. خواهد degx(p(x)=0)

داریم φ(a, b) = ∃x ∈]a, b[: p(x) = 0 ∧
∧∧

j<n qj(x)> 0 فرمول در کنید فرض ادامه در
فرمول با معادل φ(a, b) فرمول حال .∧∧j<n degx qj<~ نیز و degx(φ(a, b)) = ~=degx p

داریم: ͬ که وقت است φ1(a, b) ∨ φ2(a, b) ∨ φ3(a, b)

φ1(a, b)=∃x∈]a, b[: p(x)=0 ∧ p′(x)=0 ∧
∧∧

j<n qj(x)>0،
φ2(a, b)=∃x∈]a, b[: p(x)=0 ∧ p′(x)>0 ∧

∧∧
j<n qj(x)>0،

φ3(a, b)=∃x∈]a, b[: p(x)=0 ∧ p′(x)<0 ∧
∧∧

j<n qj(x)>0. و

معادلͬ فرمول ،φ1 بر (I) اعمال با آنگاه (۲ .۲ .۳ تعریف به کنید (نگاه degx p
′<degx p چون

روی را (⋆) استقراء فرض ͬ توان م پس است، ~ از کمتر آن در degx که ͬ آوریم م به دست
در pها، نیز و qjها تمام که ͬ کنیم م خاطرنشان ،۴ .۲ .۳ گزاره و IVT طبق بست. به کار آن
بر pها و qjها تمام اگر اگروتنها هستند، مثبت اکیداً ͬ شود، م صفر p که ]a, b[ از نقطه ای
صعودی یͺنوا به طور p) به طوری که باشند، مثبت اکیداً ]u, v[⊆ ]a, b[ باز زیربازه ی ͷی روی
است: زیر فرمول های فصلͬ ترکیب معادل φ2(a, b) فرمول پس .p(u)<0<p(v) نیز) و باشد

،p(a)<0<p(b) ∧ F(a, b) (i)
∨∨

i<n

([
p(a)<0 ∧ ∃u∈]a, b[:

(
qi(u)=0 ∧ p(u)>0 ∧ F(a, u)

)]∨ (ii)

و ،[p(b)>0 ∧ ∃v∈]a, b[:
(
qi(v)=0 ∧ p(v)<0 ∧ F(v, b)

)])
.∨∨i,j<n

(
∃u, v ∈]a, b[:

[
qi(u)=0 ∧ qj(v)=0 ∧ p(u)<0<p(v) ∧ F(u, v)

]) (iii)

است). کمتر ~ از آن degx که است معادل فرمولͬ (با داشته ایم برخورد قبلا́ (i) فرمول با
degx با فرمول های به معادل به طور (II) و (I) ͷکم به ͬ توانند م (iii) و (ii) فرمول های
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به ͬ توانند م φ3 مشابه، کاملا́ به طور و ،φ2 فرمول تمام نتیجه در بشوند. تبدیل ~ از کمتر
به کارگرفت. آنها روی را (⋆) استقراء فرض بتوان که بشوند نوشته معادلͬ شͺل های



۴ فصل

میدان های اول مرتبه نظریه اصل بندی های
حقیقͬ بسته

۲۷
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حقیقͬ کمال اصل اول مرتبه صورت های ۱ .۴

قضیه طبق درواقع ͬ شود. م معرفͬ کامل مرتب میدان عنوان به معمولا˟ R ریاضͬ، آنالیز در
از بسیاری دارد([۲۴]). وجود یͺریختͬ) حد (در کامل مرتب میدان ͷی فقط ددکیند
ͷی دیͽر، بعضͬ در ͬ گیرند. م فرض را کامل مرتب میدان ͷی وجود ریاضͬ آنالیز منابع
ساخته Q از کوشͬ دنباله های ͷکم به یا ددکیند برش های ͷکم به کامل مرتب میدان

ͬ شود. م
بالایی کران کوچͺترین وجود اصل آنالیز، کتاب های در کمال اصل از بیان معمول ترین
که ͬ باشد م است) بالایی کران کوچͺترین دارای کراندار بالا از ناتهͬ زیرمجموعه (هر
L زبان ͬ کنیم م فرض (همواره است: زیر صورت به اول مرتبه زبان در آن صورت بندی

است.) < محمولͬ نماد شامل

(D-Sup) .۱ .۱ .۴ تعریف
،D-Sup(L) تعریف پذیر، بالایی کران کوچͺترین خاصیت است، L⁃فرمول ͷی φ وقتͬ

ͬ گیریم م درنظر زیر اول مرتبه طرح را

♢ ∃xφ(x) ∧ ∃y ∀x [φ(x) → x6y] −→ ∃z ∀y
(
∀x [φ(x) → x6y] ↔ z6y

)
کراندار بالا از و ،∃xφ(x) ناتهͬ، مجموعه ͷی برای ͬ گوید م D-Sup تر ساده عبارت به
،z ͷی (برای دارد وجود بالا کران کوچͺترین ،(∀x [φ(x) → x6y] داریم y ͷی (برای
بزرگترین وجود اصل فوق، عبارت دوگان .(y>z اگر اگروتنها است موجود y بالای کران

ͬ باشد: م کراندار پایین از و ناتهͬ مجموعه برای پایین کران

(D-Inf) .۲ .۱ .۴ تعریف
ͬ گیریم: م درنظر زیر به صورت ،φ دلخواه L⁃فرمول برای را D-Inf(L) اول مرتبه طرح

♢ ∃xφ(x) ∧ ∃y ∀x [φ(x) → y6x] −→ ∃z ∀y
(
∀x [φ(x) → y6x] ↔ y6z

)
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اصل دستگاه ͷی ارائه منظور به [۲۷] ͬͺتارس توسط D-Inf موضوعͬ اصل طرح این
ببینید). را [۹] (همچنین است شده استفاده حقیقͬ اعداد مرتب میدان برای کامل موضوعͬ
حقیقͬ آنالیز چهارچوب در اول مرتبه زبان در موضوعͬ اصل طرح دو این بودن معادل اثبات

است: زیر به صورت

(D-Sup ⇐⇒ D-Inf) .۳ .۱ .۴ قضیه
اگروتنها است درست D-Sup(L) موضوع اصل طرح ،⟨D;L⟩ خطͬ، مرتب ساختار هر در

باشد. درست D-Inf(L) اگر

کاملا́ آن عکس اثبات ͬ کنیم؛ م اثبات را D-Sup(L) =⇒ D-Inf(L) فقط اینجا در برهان.
φ(a) (i) باشیم داشته a, b∈D و φ(x) فرمول برای کنید فرض است. قسمت این مشابه
.ψ(x)=∀y<x¬φ(y) ͬ دهیم م قرار D-Sup(L) از استفاده برای .∀x [φ(x) → b6x] (ii) و
به دست را ∀x [ψ(x) → x6a] (۲) هم (i) از و ψ(b) (۱) داریم (ii) طبق صورت این در

که دارد وجود c∈D ͷی D-Sup(L) طبق حال ͬ آوریم. م

∀y
(
∀x [ψ(x) → x6y] ↔ c6y

)
. (۱ .۴)

داریم: z∈D هر برای .∀z (∀x [φ(x) → z6x] ↔ z6c
) ͬ دهیم م نشان اکنون

ͬ آوریم م دست به z = c برای (۱ .۴) رابطه از ψ(z)؛ آنگاه ∀x [φ(x) → z6x] اگر (I)
.z6c پس .∀x [ψ(x) → x6c]

ͬ شود م نتیجه (۱ .۴) رابطه از بنابراین و c ̸6 x داریم x<z هر برای آنگاه ،z6c اگر (II)
داریم پس ¬φ(x) ͬ گیریم م نتیجه x<u و ψ(u) از حال .u ̸6 x و ψ(u) داریم u ͷی برای

.∀x [φ(x) → z6x] هم ارز به طور یا ∀x<z ¬φ(x)

هیچ ͬ کند م بیان که دارد نام ددکیند اصل حقیقͬ، اعداد کمال اصل از دیͽری صورت
به اصل این اول مرتبه صورت ندارد. وجود حقیقͬ اعداد در شͺاف) (بدون سره برش

است: زیر شͺل



۳۰ حقیقͬ بسته میدان های اول مرتبه نظریه اصل بندی های .۴ فصل

(D-Cut) .۴ .۱ .۴ تعریف
ͬ نامیم: م D-Cut را زیر موضوع اصل طرح هستند دلخواهͬ L⁃فرمول های ،ψ و φ وقتͬ

∃x ∃y [φ(x) ∧ ψ(y)] ∧ ∀x∀y [φ(x) ∧ ψ(y) → x<y] −→

♢ ∃z ∀x ∀y [φ(x) ∧ ψ(y) → x6z6y]

مرتبه موضوع اصل دستگاه ͷی ارایه منظور به موضوع اصل طرح این از [۲۵] ͬͺتارس
L⁃ساختارهای در درواقع ببینید). هم را [۹] (مرجع کرد استفاده R برای دیͽر کامل و اول
کمال، موضوع اصل صورت بندی های سایر با D-Cut(L) موضوع اصل طرح خطͬ، مرتب

است: معادل ،D-Inf(L) و D-Sup(L)

(D-Sup ⇐⇒ D-Cut) .۵ .۱ .۴ قضیه
اگروتنها است درست D-Sup(L) موضوع اصل طرح ،⟨D;L⟩ خطͬ، مرتب ساختار هر در

باشد. درست D-Cut(L) اگر

D-Cut(L) درستͬ دادن نشان برای آنگاه باشد درست ⟨D;L⟩ در D-Sup(L) اگر برهان.
باشیم: داشته a, b∈D اعضای و φ(x), ψ(x) فرمول های برای ͬ کنیم م فرض

وجود z ∈ D دهیم مͬ نشان .∀x ∀y [φ(x)∧ψ(y)→ x<y] (ب) و φ(a)∧ψ(b) (الف)
φ(a) (۱) داریم ترتیب به (ب) و (الف) طبق حال .∀y [φ(x) ∧ ψ(y) → x6z6y] که دارد
باشیم داشته که دارد وجود c ∈ D عضو D-Sup(L) طبق .∀x [φ(x) → x< b] (۲) و
برقرار ∀x∀y [φ(x)∧ψ(y) → x6c6y] ͬ دهیم م نشان .∀y (∀x [φ(x) → x6y] ↔ c6y

) (۳)
اکنون است. برقرار x6c باشد درست φ(x) که x هر برای ،y= c برای (۳) مطابق است.
φ(x) که باشد موجود xای باید (۳) طبق آنگاه c ̸6y اگر این صورت در ψ(y)؛ کنید فرض
در و φ(x)∧ψ(y) داریم سمت ͷی در که چرا است (ب) متناقض مطلب این که .y<x اما

!y<x دیͽر سمت
D-Sup(L) اصل برقراری برای آنگاه باشد درست D-Cut(L) اصل ⟨D;L⟩ ساختار در اگر



۳۱ حقیقͬ بسته میدان های اول مرتبه نظریه اصل بندی های .۴ فصل

x∀؛ [φ(x) → x6b] (ب) و φ(a) (الف) باشیم داشته φ(x) برای و a, b∈D ͬ کنیم م فرض
منظور این برای .∀y (∀x [φ(x) → x6y] ↔ z6y

) که دارد وجود z ∈D ͬ دهیم م نشان
b′>b هر برای (ب)، و (الف) طبق صورت این در .ψ(x) = ∀y6x¬φ(y) ͬ دهیم م قرار
D-Cut(L) طبق پس .∀x∀y [φ(x) ∧ ψ(y) → x < y] (۲) و φ(a) ∧ ψ(b′) (۱) داریم
در c ͬ دهیم م نشان .∀x∀y [φ(x) ∧ ψ(y) → x6 c6y] (۳) که دارد وجود c ∈ D ͷی
اما ∀x [φ(x) → x6y] ͬ کنیم م فرض ابتدا ͬ کند. م صدق ∀y

(
∀x [φ(x) → x6y] ↔ c6y

)
نتیجه ∀x [φ(x) → x<c′] اکنون .y<c′<c که دارد وجود c′∈D ͷی صورت این در c؛ ̸6y
ͬ کنیم م فرض ادامه در است! تناقض این که c6c′ داریم (۳) طبق بر اما .ψ(c′) پس ͬ شود م
که x6c باشیم داشته باید φ(x) و (۳) طبق بر آنگاه φ(x)؛ ∧ x ̸6 y xای، ͷی برای و c6y

است. تناقض در c6y<x با مطلب این

اصل طرح در که است مرتب میدان ͷی حقیقͬ، بسته میدان از تعریف معمول ترین
کند: صدق زیر موضوعͬ

اصول همراه به را زیر موضوعͬ اصل طرح n>1 و n ∈ N وقتͬ .(RCF) ۶ .۱ .۴ تعریف
ͬ گیریم: م درنظر حقیقͬ بسته میدان (OF) مرتب میدان های

♢ ∀x>0 ∃y (y2=x) ∧ ∀{ai}i62n ∃x (x2n+1+
∑

i62n aix
i=0)

هر و دوم ریشه آن مثبت عضو هر که است مرتبی میدان حقیقͬ بسته میدان تعریف، طبق
بسته میدان های از تعریف مطرح ترین این دارد. ریشه میدان آن در فرد درجه ای چندجمله
میدان های روی جالب قضایای بیشتر که چرا ͬ باشد م نیز آنها کاربردترین کم واقع در حقیقͬ
و پرکاربردترین ͬ کنند. م استفاده آن دیͽر معادل صورت های از آنها درباره و حقیقͬ بسته
بسته میدان ͷی ͬ کند م بیان که است تعریفͬ حقیقͬ، بسته میدان های تعریف مفیدترین
به اشاره برای باشد: برقرار آن در ،IVT،ͬمیان مقدار قضیه که است مرتبی میدان حقیقͬ

ͬ دهد: م نتیجه را RCF میانͬ، مقدار قضیه ͬ دهیم م نشان IVT بودن مفید و کاربردها

(IVT =⇒ RCF) .۷ .۱ .۴ قضیه



۳۲ حقیقͬ بسته میدان های اول مرتبه نظریه اصل بندی های .۴ فصل

است. حقیقͬ بسته میدان ͷی باشد، صادق آن در IVT که مرتبی میدان هر

p(0)=−a<0<a2+ 1
4
= p(a+ 1

2
), آنگاه .p(x)=x2−a ͬ دهیم م قرار a>0 هر برای برهان.

نیاز، صورت در .x2 = a بنابراین، p(x)؛ = 0 داریم 0<x<a+ 1
2

که x برای ،IVT طبق و
به صورت ،x از خالͬ ترم ͷی در ضرب با را دلخواه فرد درجه چندجمله ای ͷی ͬ توان م
این در .u=−v و v=1+

∑
i62n |ai| دهید قرار اکنون نوشت. p(x)=x2n+1+

∑
i62n aix

i

نامساوی و u+∑
i |ai|=−1 طبق حال، .|u|, |v|>1 داریم پس ،u6−1<0<16v صورت

داریم: مثلثͬ،

p(u)6u2n+1+
∑

i62n |ai||u|i6u2n+1+
∑

i62n |ai|u2n=u2n(u+
∑

i62n |ai|)=−u2n<0

و

p(v)>v2n+1−
∑

i62n |ai||v|i>v2n+1−
∑

i62n |ai|v2n=v2n(v−
∑

i62n |ai|)=v2n>0.

ͬ آید. م به دست IVT از p(u)<0<p(v) و u<v ͷکم به مطلوب نتیجه اکنون،

(D-Inf =⇒ IVT) .۸ .۱ .۴ قضیه
است. صادق نیز IVT باشد، صادق D-Inf(LOF) که مرتب میدان هر در

قرار .p(u)p(v)<0 داریم ،u<v vکه و u عنصر دو و p چندجمله ای برای کنید فرض برهان.
.∀x [φ(x) → u6x] و φ(v) داریم این صورت در .φ(x)= [u6x6v ∧ p(u)p(x)<0] ͬ دهیم م
.∀y (∀x [φ(x) → y6x] ↔ y6w

) (۱) که دارد وجود w عنصر D-Inf(LOF) برطبق پس
باشیم داشته باید x ͷی برای ،(۱) طبق آنگاه w<u اگر .p(w)=0 و u6w6v ͬ دهیم م نشان
وجود w′ ͷی آنگاه v<w اگر نیز و u6w پس است؛ غیرممͺن امر این که ،x<u و φ(x)

،φ(v) چون ویژه، به و w′6x داریم φ(x) که x هر برای ،(۱) طبق پس v<w′<w؛ که دارد
.p(u)p(w)=0 ͬ دهیم م نشان حال ͬ شود. م نتیجه w6v پس است، تناقض که w′6v داریم
.p(u)p(w)>0 (ii) یا p(u)p(w)<0 (i) یا داریم آنگاه ،p(u)p(w) ̸=0 یعنͬ نباشد، چنین اگر
یا باشیم داشته که دارد وجود ϵ>0 ͷی ،۵ .۲ .۳ لم طبق مورد، دو این از کدام هر در

.∀x∈ [w−ϵ, w+ϵ]: p(u)p(x)>0 (ii′) یا ∀x∈ [w−ϵ, w+ϵ]: p(u)p(x)<0 (i′)



۳۳ حقیقͬ بسته میدان های اول مرتبه نظریه اصل بندی های .۴ فصل

ͬ آوریم م دست به ،y=w برای ،(۱) طبق این صورت در اما .φ(w−ϵ) داریم (i′) مورد در
دارد وجود x ͷی ،w+ϵ ̸6w چون ،(۱) طبق بر ،(ii′) مورد در است. تناقض که w6w−ϵ؛
پس .w6x ͬ آوریم م دست به y=w برای φ(x) فرمول از ،(۱) طبق .x<w+ϵ و φ(x) که
تضاد در که p(u)p(x)>0 داشت خواهیم (ii′) طبق این صورت در اما ∋x؛ [w−ϵ, w+ϵ] داریم
نتیجه در و p(u)p(w) = 0 داریم پس دارد. قرار (p(u)p(x)<0 ͬ کند م ایجاب (که φ(x) با

.w∈]u, v[ پس ،w ̸=u, v داریم p(u)p(v)<0 برطبق که ͬ شویم م یادآور .p(w)=0

(D-Inf =⇒ RCF) .۹ .۱ .۴ نکته
مرتبی میدان هر که ͬ شود م نتیجه ،IVT بر مبتنͬ حقیقͬ بسته میدان تعریف و ۸ .۱ .۴ قضیه از
به طور ͬ تواند م مطلب این است. حقیقͬ بسته میدان ͷی باشد، برقرار آن در D-Inf(LOF) که
اگر شده داده a برای شود: اثبات (۵ .۲ .۳ لم ͷکم (به مقدماتͬ آنالیز از استفاده با مستقیم
آنگاه بͽیریم درنظر x را {u|u > 0∧u2 > a} تعریف پذیر مجموعه روی بالا کران کوچͺترین
{u|u2n+1+

∑
i62n aiu

i > 0} مجموعه بالای کران کوچͺترین اگر ترتیب، به همین و x2 = a

♢ .y2n+1 +
∑

i62n aiy
i = 0 داریم بͽیریم، y را

هم ارز (کمال) تمامیت موضوع اصول تمام با پیوسته استقراء که ͬ دهیم م نشان پایان در
اول: مرتبه منطق در حتͬ است،

(D-Inf ⇐⇒ DCI) .۱۰ .۱ .۴ قضیه
اگروتنها است درست D-Inf(L) موضوع اصل طرح ،⟨D;L⟩ خطͬ مرتب ساختار هر در

باشد. درست DCI(L) اگر

اثبات به منظور باشد. درست ⟨D;L⟩ خطͬ مرتب ساختار در D-Inf(L) کنید فرض برهان.
و ∀y<aφ(y) (الف) باشیم داشته a ∈ D و φ فرمول برای کنید فرض DCI(L) درستͬ
اگر است. برقرار ∀xφ(x) ͬ دهیم م نشان آنگاه x[∀y<xφ(y)∀؛ → ∃z>x∀y<z φ(y)

] (ب)
به دست (الف) طبق حال .φ′(x)=¬φ(x) ͬ دهیم م قرار آنگاه ¬φ(b) باشیم داشته b∈D برای
وجود c∈D ͷی ،D-Inf(L) فرض، طبق .∀x [φ′(x) → a6x] (۲) و φ′(b) (۱) ͬ آوریم م



۳۴ حقیقͬ بسته میدان های اول مرتبه نظریه اصل بندی های .۴ فصل

∀y [y6c ↔ ∀x<y φ(x)] (۳) معادل، طور به یا، y∀؛ (∀x [φ′(x) → y6x] ↔ y6c
) که دارد

طوری که به دارد وجود d∈D عضو (ب) طبق بنابراین ،∀x<cφ(x) داریم پس باشد. درست
باشد درست ¬φ(x) که دارد وجود x<d عنصر ،d>c چون ،(۳) برطبق .∀y<dφ(y) و d>c

.∀y<dφ(y) داشتیم قبل از که چرا است تناقض ͷی این و
برای کنید فرض D-Inf(L) درستͬ اثبات برای باشد؛ برقرار DCI(L) کنید فرض اکنون
هدف حال، .∀x [φ(x) → b6x] (ب) و φ(a) (الف) باشیم داشته a, b ∈D و φ فرمول
درست ∀y

(
∀x [φ(x) → y6 x] ↔ y6 z

) (ج) که است z ∈ D وجود دادن نشان ما
وجود z′ ͷی z هر برای بنابراین نباشد؛ برقرار (ج) شرط zای هیچ برای کنید فرض باشد.
داریم (ب) طبق ،φ′(x) = ¬φ(x) برای حال، .¬[z′6z ↔ ∀x<z′¬φ(x)] (د) که دارد
برقرار ∀x[∀y<xφ′(y) → ∃z>x∀y<z φ′(y)

] (۲) شرط ͬ دهیم م نشان و ،∀x<bφ′(x) (۱)
برقرار ∀x<x0 ¬φ(x) (۳) آنگاه باشد درست ∀y<x0 φ′(y) اگر ثابت، x0 هر برای است؛
یا ¬∀x<z0¬φ(x) آنگاه z06x0 اگر باشد؛ درست (د) که دارد وجود z0 صورت این در است.
.∀x<z0φ′(x) باشیم داشته باید (د) طبق x0<z0؛ پس است. (۳) با متناقض که ∃x<z0φ(x)

(الف) متناقض که ∀xφ′(x) گرفت نتیجه DCI(L) از ͬ توان م و است برقرار (۲) حالیͺه، در
کند. صدق (ج) در که است موجود z∈D بنابراین است.

خاصیت با معادل ،CI پیوسته، استقراء که است شده ثابت [۲ .۱،۳ .۳ قضیه ،۱۴] در
شده ثابت [۱ قضیه ،۱۳] در همچنین و است؛ مرتب میدان های در پایینͬ کران بزرگترین

است. شͺاف دار) برش (فقدان ددکیند اصل با معادل CI که است

جبر اساسͬ قضیه اول مرتبه صورت ۲ .۴

ͬ گیریم م نتیجه را زیر معادل اصول از دنباله ای شد بیان که مطالبی سایر و ،۶ .۲ .۳ قضیه از
برای .IVT ≡ D-Inf(LOF) ≡ D-Sup(LOF) ≡ D-Cut(LOF) ≡ DCI(LOF) ≡ DCI2(LOF)

آن، عکس درستͬ داده ایم. نشان را ،IVT =⇒ RCF لازم، شرط ۷ .۱ .۴ قضیه در ،RCF

که ͬ شود؛ م داده نشان جبر اساسͬ قضیه ی ͷکم به ریاضͬ نوشته های در ،(RCF =⇒ IVT)



۳۵ حقیقͬ بسته میدان های اول مرتبه نظریه اصل بندی های .۴ فصل

به F میدان به ı� =√
−1 الحاق از F (ı�) جایی که است، جبری بسته R(ı�) میدان ͬ دارد م بیان

.([۱۱ .۲ قضیه ،۲] به شود (مراجعه ͬ آید م دست
این میدان ͷی بودن حقیقͬ بسته برای معادل شرط ͷی مهم، حقیقت ͷی عنوان به 
باشد» جبری بسته F (ı�) میدان اگر اگروتنها است حقیقͬ بسته F مرتب «میدان که است
جبری بسته مرتب، میدان ͷی» که است این دیͽر معادل بیان ͷی شرایر). آرتین (توسط
به بتوان را چندجمله ای هر و باشد داشته دوم ریشه میدان مثبت عضو هر اگر اگروتنها است
جبر اساسͬ قضیه از صورتͬ با مطلب این کرد». تجزیه دو درجه و خطͬ چندجمله ای های
ͬ کنیم: م بیان را آن از اول مرتبه موضوعͬ اصل طرح ͷی اینجا در که است؛ معادل R برای

(FTARCF) .۱ .۲ .۴ تعریف
اول مرتبه موضوعͬ اصل طرح و ∀x>0 ∃y (y2=x) عطفͬ ترکیب

∀{ai}i<2n ∃{b}j<n ∃{c}j<n ∀x [(x2n+
∑
i<2n

aix
i)=

∏
j<n

(x2+bjx+cj)]

♢ است. n>1 و n∈N اینجا در ͬ نامیم. م FTARCF را

به ͬ تواند م زوج درجه از چندجمله ای هر ͬ کند م بیان FTARCF تعریف که است مشخص
ایجاب موضوعͬ اصل طرح این بشود. تجزیه ۲ درجه ای چندجمله تعدادی ضرب حاصل

دارد: ریشه فرد درجه از چندجمله ای هر که ͬ کند م

(FTARCF =⇒ RCF) .۲ .۲ .۴ قضیه
است. حقیقͬ بسته باشد، برقرار FTARCF آن در که مرتبی میدان هر

عناصر ،FTARCF طبق p(x) = x2n+1+
∑

i62n aix
i فرد درجه ای چندجمله برای برهان.

.x · p(x)=∏n
j=0(x

2+bjx+cj) به طوری که دارند وجود {cj}j6n و {bj}j6n



۳۶ حقیقͬ بسته میدان های اول مرتبه نظریه اصل بندی های .۴ فصل

این صورت در .c0=0 کنید فرض .cj=0 که دارد وجود j ͷی پس ،∏n
j=0 cj=0 چون

.p(−b0)=0 نتیجه در .x · p(x)= x ·(x+b0) ·
∏n

j=1(x
2+bjx+cj) پس

(FTARCF =⇒ IVT) .۳ .۲ .۴ قضیه
است. برقرار نیز IVT باشد، برقرار FTARCF که مرتبی میدان هر در

فرض u<v شرط با ،u, v برای بͽیرید. درنظر را m درجه از p(x) چندجمله ای برهان.
برای این صورت در .q(x) = 1

p(u)
(1+x2)m p(u+ v−u

1+x2 ) ͬ دهیم م قرار .p(u) · p(v)<0 کنید
{bj}j<m برخͬ برای ،FTAR طبق .q(x)=x2m+r(x2) داریم m از کمتر درجه با چندجمله ای
.∏j<m cj=q(0)= p(v)

p(u)
= p(u)p(v)

p(u)2
<0 حال، .q(x)=∏

j<m(x
2+bjx+cj) داریم j<m{cj}ها و

بنابراین و b20−4c0>0 حالیͺه در .c0<0 کنید فرض .cj<0 ،j ͷی برای ͬ شود م نتیجه پس
ریشه نتیجه در و x2+b0x+c0 ریشه ͷی s= 1

2
(−b0+d) اکنون، .b20−4c0=d2 داریم ،d ͷی برای

.p(r)=0 و u<r<v داریم ،r=u+ v−u
1+s2

برای به وضوح پایان، در ͬ باشد. م نیز q(x)

اصل طرح (IVT =⇒ RCF) ۷ .۱ .۴ و (FTARCF =⇒ IVT) ۳ .۲ .۴ قضایای طبق بر پس
پس باشد. داشته ریشه فرد درجه از چندجمله ای هر ͬ کند م ایجاب FTARCF موضوعͬ
هر است، برقرار FTARCF وقتͬ کرد ثابت ͬ توان م چندجمله ای ها، درجه روی استقراء با

ͬ شود. م نوشته دو درجه و خطͬ عامل های حاصل ضرب صورت به چندجمله ای
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از شروع (با است بوده موجود ریاضͬ متون در اخیر سال یͷ صد در پیوسته استقراء
دست چین ۴ .۱ .۲،۲ .۱ .۲،۱ .۱ .۲ تعاریف در را آن از نسخه سه ما .(۱۹۱۹ سال در [۶]
و ͬ باشند). م معادل فرمت سه این از ͬͺی با دیͽر فرمت های تمام که کردیم (توجه نمودیم
تعاریف (در کردیم صورت بندی اول مرتبه منطق در را آنها بار اولین برای پایان نامه، این در
هستند معادل هم با شده یاد مورد سه از مورد دو که دادیم نشان .(۳ .۲ .۲،۲ .۲ .۲،۱ .۲ .۲
(قضیه نیست معادل آنها با مورد) سه آن ͬ ترین (قدیم دیͽری آن حالیͺه در (۴ .۲ .۲ (قضیه
معادل مرتب میدان های کمال اصل با استقراء اصل قوی تر نسخه دو حقیقت، در .(۵ .۲ .۲
اصل با نه است معادل (۷ .۲ .۲ (قضیه ارشمیدسͬ خاصیت با سوم مورد اما ͬ باشند م
قویِ موضوع̞ͬ اصل طرح دو اول مرتبه فرمول بندی های که است یادآوری به لازم کمال.
عنوان به ͬ کنند م اصل بندی را حقیقͬ بسته میدان های نظریه کامل به طور  پیوسته، استقراء
،۱ .۱ .۴ (تعاریف را اصل بندی ها از تعدادی نظریه این برای ببینید. را (۱۰ .۱ .۴) قضیه مثال
(قضیه های هستند معادل یͺدیͽر با که کرده ایم گردآوری (۱ .۲ .۳ ،۶ .۱ .۴ ،۴ .۱ .۴ ،۲ .۱ .۴
ͷی FTARCF کردیم: اضافه آنها به را دیͽر مورد ͷی اینجا در .(۱۰ .۱ .۴ ،۵ .۱ .۴ ،۳ .۱ .۴

.(۱ .۲ .۴) تعریف جبر؛ اساسͬ قضیه از فرمول بندی
ͬ باشد: م ما شده ی اثبات قدیمͬ و نو نتایج خلاصه ی زیر نمودار

۲ .۳ بخش در هم چنان که و است شده بیان ۶ .۲ .۳ قضیه در IVT(+OF) تمامیت اثبات
چند به پایان در ͬ دهد. م نتیجه IVT با را FTARCF و D-Inf(LOF) بودن معادل شد، اشاره

ͬ کنیم: م اشاره پایان نامه این موضوع زمینه در باز مسأله
که حالتͬ برای IVT =⇒ Θ از اول مرتبه البته و آراسته و زیبا اثبات های یافتن (1)

ͬ باشند. م پاسخ بدون هنوز پرسش های ،Θ∈{D-Inf, D-Sup, D-Cut, DCI, DCI2, FTARCF}
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آنالیز ͷکلاسی قضایای از برخͬ بازگویی از ما انگیزه و قصد که ͬ کنیم م خاطرنشان
زیر در چنانکه است. بوده اول مرتبه منطق در آنها بیان قابلیت بر تاکید صرفاً ریاضͬ
اثبات ها تمام نیست. بدیهͬ موضوع ͷی اول مرتبه منطق در صورت پذیری قابلیت ͬ بینیم م

بودند. اول مرتبه ( ۷ .۲ .۲ قضیه برهان جز (به
برای پیراسته و آراسته اول مرتبه اثبات ͷی وجود مسئله دوم، باز⁃پاسخ پرسش (2)
چنانکه ͬ شود). م پر بالا نمودار در موجود شͺاف اثبات، این (با ͬ باشد م RCF =⇒ FTARCF

و سه اثبات های (که دارند وجود مسئله این برای دوم مرتبه اثبات های شد اشاره هم قبلا́
منطق برای گودل تمامیت قضیه طبق ͬ باشند). م [۱۰] در جبر اساسͬ قضیه برای چهار
هر حقیقت در چیست؟ اثبات این واقع به اما باشد؛ موجود باید اثباتͬ چنین اول، مرتبه
که بود خواهد جبر اساسͬ قضیه برای استوار و محͺم اثبات ͷی مطلب، این برای اثبات
ͷی نیز و است، شده انجام حقیقͬ آنالیز ͷکم به صرفاً و مختلط اعداد به اشاره بدون

ͬ شود. م ارایه بار اولین برای که بود خواهد قضیه این اول مرتبه اثبات
ͬ توانند م کامل، مرتب میدان های با معادل اصل بندی های که دیدیم قبل بخش های در (3)
کردن فرمول بندی کنند. اصل بندی کامل به طور OF روی را حقیقͬ بسته میدان های نظریه
منظور به گسترده و پویا تحقیقاتͬ زمینه ی ͷی اول، مرتبه منطق زبان در اصل بندی ها، این
میدان های نظریه کامل به طور ͬ توانند م آنها از برخͬ که ͬ کنیم م مشاهده و است؛ پژوهش
مرتبه فرمول بندی ͷی Θ وقتͬ ،OF+Θ نظریه آیا کنند. اصل بندی OF روی را حقیقͬ بسته
معادل RCF با باشد، [۸] در شده اشاره کمال اصل معادل صورت ۷۲ از کدام هر از اول
و OF+Rolle نظریه دو از هیچͺدام مثال برای زیرا نیست، آسان پرسش این پاسخ است؟
RCF با OF+DCI(LOF) مثال برای اما ([۱۷ ،۵] به کنید (نگاه نیستند معادل RCF با OF+MVT

است. معادل
اگروتنها ͬ کند م اصل بندی را حقیقͬ بسته میدان های نظریه ،OF+Θ دیدیم بالا در چنانکه
اصل های از هیچ کدام اول مرتبه صورت بندی FTARCF که ͬ کنیم م خاطرنشان .OF+Θ⊢IVT اگر

ͬ باشد. نم [۸] در شده ذکر کمال
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Abstract

The ordered field of real numbers is the only complete ordered field, up to
isomorphism; i.e, its every bounded subset has a least upper bound. There are
several equivalent forms for the completeness principale, such as non-existence
of cuts, or the mean value theorem. In this thesis we study the principale of
continuous induction, an equivalent of the completeness principale, and its first-
order formalizations. We show that the first-order versions of the continuous
induction axiomatizes real ordered fields over the theory of ordered fields. We show
that also a first-order formalization of the fundamental theorem of algebra has this
property. We also present some proofs for Tarski’s theorem on the completeness
of algebraically closed fields of characteristic zero and real closed ordered fields,
and propose some open problems on ordered fields.
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